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出 版 说 明 


1956 年 ,为 了 人 向 青少年 传播 数学 知识 , 科 
等 出 版 社 配 合 我 国 首 次 举办 的 高 中 数学 竞赛 ， 
出 版 了 老 一 辈 数 学 家 华罗庚 教授 的 《从 杨辉 三 
角 谈 起 # 和 段 学 复 教 授 的 4 对 称 和 .在 20 证 纪 60 
年 代 初 ,这 西 木 书 连同 其 他 一 些 著 名 数学 家 扎 
写 的 科普 著作 ,被 北京 市 数学 会 编 成 小 从 书 , 相 
继 由 不 同 的 出 版 社 出 版 ,并 多 次 重印 . 

外 数学 大 师 和 著名 数学 家 亲自 执笔 握 写 的 
这 套数 学 小 从 书 是 我 国 数学 普及 读物 中 的 精 
йй , 兽 激发 一 代 青少年 学 习 数 学 的 兴趣 . B НН 25 
涵 的 深刻 而 富有 启发 性 的 思想 ,促进 了 无数 中 
学 生 在 求学 的 道路 上 健康 成 长 . 当年 这 套 小 从 
节 的 许多 读者 ,现在 已 经 成 为 学 有 所 成 的 科学 
技术 工作 者 ,国家 建设 的 栋梁 之 才 . 当年 由 老 一 
辈 数学 家 所 倡导 的 我 国 的 数学 竟 赛 活动 , 班 在 
已 经 得 到 得 勃 的 发 展 .我 国 自 1986 年 正式 参加 
国际 数学 筑 林 匹克 竞赛 以 来 ,历届 都 取得 总 分 
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第 一 或 第 二 的 好 成 绩 . 近 年来, 我国 的 数学 普 太 
读物 无 论 基 品种 还 是 数量 都 在 增加 ,但 是 这 僚 
kez J. bA ии фаер, 
Нам A {ЕТШ УЕ. ВА, ЗЕ ЕВЗ ЕЎ АЕ 
RAKES, Е НТУ ВЕ К.Е ЖАН 
相关 学 者 对 重新 编辑 的 书稿 进行 子 审 订 ,重新 
刊行 这 套数 学 小 上 成书 ,以 绾 广大 青少年 读者 . 

数学 是 几 干 年 人 类 智慧 的 结晶 ,是 一 门 古 
若 而 又 着 新 的 科学 .和 借 此 共 书 再 版 之 机 ,我 们 特 
ЯБ Т: ВЕ P K a ЗЕ Р ӨН n 
РИ те, ДЫ Be PU C НН). 前 者 介绍 中 
国 古 代数 学 的 一 项 重大 成 就 ,后 者 阐述 数学 史 
上 的 一 个 著名 猜想 一 一 费 马 定理 历经 300 多 年 

终于 在 20 世纪 末 被 证 明 的 故事 ,我 们 相信 读者 

从 中 将 会 受到 启迪 . 

本 套 从 书 以 新 瑶 重 新 出 版 ,得 到 了 国家 自 
然 科 学 基金 委员 会 数学 天 元 基金 的 资助 ,说 表 
ЖАМАН. 
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[тї „жака ка а жк ен виа жака жк жаб кж жа жаз ( 1 ) 
XR ЕНЕ Ж ИНЕС (4) 
祖冲之 不 等 式 a (14) 
НЕ (28) 
祖冲之 不 等 式 比 刘 微 的 好 …………… (36) 
寻求 收 伍 更 局 的 数列 ранняя женш аж саза ин (39) 
越 算 越 繁 的 问题 初探 本 (46) 
泰勒 展开 定理 oa (65) 
h TY Ee ЖЕ ДА [п] ИШ у Ыы ны е ее: (70) 
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祖冲之 是 我 国 古 代 的 伟大 数学 家 .他 生 于 
公正 429 Е, TAT 500 年 .在 祖冲之 的 数学 
成 就 中 最 引信 注意 的 是 关于 圆周 率 r 的 计算 . 
唐 朝 长 孙 无 尽 的 《 隋 书 》 卷 十 六 律 历 卷 十 一 中 这 
样 写 道 : 

“ЕЛ 14 ЈА ҖЕ — , A Ят 46 — , R ЖОЙ 
әс. НАН .张衡 ХУ, Т Е ЕН 
жж, КЕ. ЖЖ, М А PB EA ын 
лы. РА нам 
рр EEZ,  АЖЕ — F pu 
за Е Л 6 — Fb АЙ ЕЖЕ г 
Їн]. 密 率 : 圆 径 一 让 一 十 三 ,圆周 三 自 五 十 五 . 约 
Ме, ММ Г. Ма ЖЕУ, 
ЖЕ БЕ НЕ Ес. ИЕ 
之 书 称 为 《4 缀 术 》, 学 官 莫 能 究 其 深奥 ,是 故 废 而 
不 理 .” 

上 述 记 载 谈 到 了 祖冲之 的 是个 贡献 .其 一 
是 他 得 到 的 不 等 式 


3. 1415926 < п < 3. 1415927, 


其 二 是 他 用 学 作为 的 约 率 ,党 作 为 密 率 , A 
冲 之 的 这 两 个 摧 献 崩 是 领先 1000 年 的 世界 记 
ж. 2570 1424 年 阿拉 伯 数 学 家 А. РН 
福 的 第 一 项 记录 ,公元 1573 年 德国 数学 家 V. 
Я 5 z 355 
奥 托 才 得 到 密 率 3 
关于 密 率 六 3 的 评说 ,我 们 建议 大 家 去 看 
华罗庚 先生 写 的 小 册子 《从 祖冲之 的 圆周 率 谈 
起 》 ,而 这 本 小 册子 只 谈 祖 溃 之 的 不 等 式 : 


3. 1415926 < r < 3,1415927. 


祖冲之 在 他 的 那个 时 代 中 能 算出 精确 到 小 
数 点 后 7 位 的 x 值 ,是 令 人 惊奇 的 .他 是 如 何 算 
的 呢 ? 现在 已 经 说 不 清 了 ,因为 记载 中 的 祖 冲 
之 的 著作 《级 术 》 已 经 失传 .《 缀 术 》 的 丢失 无 疑 
是 人 类 文明 发 展 史 中 的 一 大 损失 . 

1500 年 来 人 们 只 能 去 猜测 祖冲之 的 算 x 
方法 . 众说 纷 绒 ,莫衷一是 .到 了 清朝 ,似乎 出 现 
了 主流 的 意见 , 即 认为 :根据 祖冲之 生活 时 代 的 
数学 发 展 情况 ,除开 继续 使 用 刘 徽 的 割 圆 术 外 
不 存在 有 其 他 方法 的 可 能 性 . 清 代 数学 家 阮 元 


G ЕНЕ АНЕ 3. 
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ЕЕЕ ИЕА УЛ ЕСЕ ; “ BK р E 
于 窗 法 , 仍 制 之 又 割 耳 , 未 能 于 徽 法 之 外 别 有 新 
法 也 . " 梅 交 万 的 著作 以 及 后 来 的 御 制 “数理 精 
纺 ” 中 皆 表 突出 这 种 观点 .民国 以 后 ,不 村 ! 信 清 
代 主 流 意 多 的 人 逐渐 多 起 来 ,不 少 人 相知 诅 冲 
之 有 他 自己 的 方法 ,只 不 过 是 失传 了 .于 是 祖 冲 
СНЕ Та, Тени. 

解 开 这 个 谜 的 惟一 :途径 是 在 古物 的 发 所 
中 ,在 民间 的 秘 藏 里 找 回 《 缀 术 》, 并 经 认真 考 
证 ,得 思 结 论 .但 是 在 找 回 4 绎 术 》 之 前 ,人 们 提 
出 一 些 猜 测 和 假说 , 科 选 出 可 能 合理 的 结论 ,这 
也 算得 上 是 一 种 忌 闻 乐 道 的 途径 吧 . 这 本 小 册 
于 将 沿 着 第 二 条 途径 来 分 析 福 冲 之 算 по. 
全 书 内 容 安排 如 下 : 节 ААУ ЕНЕ Ж, E 
是 本 韦 的 知识 基础 与 分 析 问 题 的 依据 . 节 2 分 
绍 作者 之 一 作 过 的 一 次 尝试 ,表明 只 用 当今 中 
学 生 掌 握 的 知识 也 可 以 不 太 费 事 地 手 算出 精确 
到 小 数 点 后 了 位 的 r 值 .这 提供 了 一 个 理论 依 
ЗЕ, АНН ло. ЗН 
中 学 水 平 的 读者 写 的 .设想 他 区 到 祖冲之 时 代 ， 
看 看 所 自己 掌握 的 知识 可 否 对 斩 圆 术 做 些 推 
进 , 补 一 补 老 祖宗 们 错过 的 计算 . 
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大 类 的 几 个 古代 文明 (希腊 文明 ,东方 的 文 
明 等 ?对 图 的 周 长 与 下 积 都 有 一 个 共同 的 认识 ， 
那 就 是 :有 一 个 常数 nt, 使 得 对 于 举 径 汶 x 的 
В, ВАК L(r) 与 面积 SWETA А 


Lir) = 2тк, 
$(к) = nr. 


在 这 样 的 认识 下 ,自然 导致 人 们 对 7 的 精确 值 
之 追求 . 公元 前 200 多 年 希腊 的 阿 基 米 德 ,公元 
3 直 纪 中 国 的 刘 微分 别 建立 了 制 圆 术 以 求 n 的 
近似 值 . 割 圆 术 的 想法 是 以 圆 内 接 或 外 切 正 多 
边 形 来 交 近 闻 , 算 出 多 边 形 的 周 长 或 面积 作为 
立 的 周 长 或 面积 的 近似 值 ,从 而 再 用 上 看 的 加 
周 长 或 面积 公式 得 到 的 近似 值 . 阿 基 米 德 着 
НЕН, , 刘 微 着 眼 二 面积 ,使 得 他 们 的 割 圆 术 
有 微小 差别 .后 来 的 事实 表明 ,这 种 微小 的 差别 
导致 中 国 十 代 割 加 本领 先世 界 . Ж е жн 
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FRAMA EA 1 К BS PE E я 
1136, НАНА 5, ЖИТ ЖЕН, xi 88 
БЕЛГІЛЕ НЕХ АЕ м КЕ: 

CD На S, ER. 

《2) 刘 徽 不 等 式 : 对 于 n6, 


Son < x< 25;, 一 5,- 


Зан 3933; EJ 0 ЖА АУЭ ЖА ИП! Pq EE E 
п ЗРЯ с,.с, 与 单位 加 图 国 成 的 较 小 
ВОЗ РЕ С. ЖИР с, ЖС, МЗЖ. 85 
й РЕАКТ С, 中 的 一 段 称 为 五 ,的 矢 , 并 记 作 
а, МНР, а, „С. ЕЕ яно E Gin Cp. 
FR AREE, A РКА 


= 
с 
а, = I=, 1 — — 
| A 4° 
у 
| ! °> С, 
сл, ра + —. 
L ~i 4 


开外 有 弦 矢 表示 面积 的 公式 


н 
5>. = д 


2 С» 


现在 我 们 对 上 上 上面 的 刘 徽 木 等 式 给 予 江 明 . 
B 中 是 单位 圆 的 回 心 , 如 图 所 示 , 其 中 AB = 
с TER Е 为 弧 AB 的 中 点 后 , 便 知 AE = ВЕ 
= сә, БА 


| АЛОЕ 1+1 5 БОВ |=: ААОВ |+! SABE, 
H H | ЉАОЕ | ЖЖ A AGE. 的 面积 .将 
LRE п 1 

5, = $, + n -| SABE}, 


яй | А АВЕ | = Z (S;, — S,). 作 一 个 矩形 以 AB 


Не Н.М DL iH JE BU ПП Ж-Е 
2 А АВЕ | ,并 且 2 个 这 种 矩形 与 圆 内 接 正 an 
过 形 合 起 来 能 盖 任 圆 ,从 而 辆 的 而 积 x 满足 


x < 5, + п ЖИ) 


=S, +a Ol ААВЕ|) 
= S, r 2(5-„ 一 5, ) 
= 253, -= Sp- 


LHF So, < 是 兄 然 的 ,故我 们 得 到 刘 币 不 等 
т\. - 
刘 微 割 圆 术 的 第 二 条 ,由 于 较 易 ,其 证 明 从 
ИХ. 至 于 第 -条 ,我 们 在 节 3 中 再 来 讨论 . 

刘 徽 根 竹 上 面 的 理论 ,依次 算出 Se, Sos 
524, Sags 5. so 然后 便 得 到 п ИИ 
3.14. ВЕКЕ FEE ІЛЕ , i ЖЕТЕ ХК АО 
和 九 章 算术 注 》 中 .这 四 自分 别 是 

(У TZAL, 

(р-р ЕР, 

(ЗИ ЕЖА, 

(ДУ ААА Л, НЯ. 

Ж БУ НН PJ ТЕ ЖЕ ЕЕ, 大 们 把 它们 总 
结 为 刘 币制 圆 本 的 第 三 条 .例如 第 四 段 . 那 是 从 
салта H flag í Cos s S x 的 过 程 . mij Ja Ëf 
Я КАЖ ШЙ ЕЕН AS = КН. s pq 
段 的 原文 抄录 如 下 : 

"НИЧ ОМА КА Л, РУ, ЖЕ: ХЗ 
Е А, ТАРА), АМА. БК E 32 £ , DÚ W) 
一 ,得 四 十 二 : 亿 七 下 七 百 五 十 六 石 九 干 -七 百 三 

22. 


忽 , 余 分 弃 之 Бауы, D WÑ sk he НЕНІ 
=, Ре J L S ВАЛ АЛА 2 ЖДУ >. 
JL. АЕ, # E — ав ру b A 007 

a< ЛУЫ. о EL. МІН. 为 之 求 小 
I, иши А - - 百 一 十 五 万 四 二 | 
С Ре, НЯ, Аки 
НЕ ЖА. РЕС. ВЕЛ. S -m. [А 
平 径 -…- 尺 乘 之 ,又 以 四 十 从 乘 之 ,得 寡 三 万 --T 
ми - +42 РЕНА. МЕНЕЕ 
上 一 下 四 二 六 百 二 十 五 分 寸 之 六 十 四 , 即 一 百 
AEAEE. MAILARA ERZ, RNE 
+997972 — 8 T. Ве г, т 
之 二 百 - |, ВЛА НІН, ВЕЛ gz Е 
ке Ма. mE T JU T 280 R, = Н — 
FAIRA Gt tni FZ 979, W Hi [ëj 
ZSRR. МИН, Е — 2 2 3 — рр —-F 
四 才 .以 为 圆 需 之 定 率 ПЕН а.” : 

上 面 承 文 在 本 册 第 9,10 页 的 表 中 被 依次 
解释 . 

表 中 的 名 词 中 ,多 次 出 现 一 个 古 字 * 艇 ”如 
ЖАБА T AUF НЕЕ A E ЗН 
48”, AR АНЯ Е тар 55 # T Lal Зр 28 Жё ЖЕ па, 4 
НХ — ВАУ уч АЯ м. ЕЯ” 
АЕ. ІН BJ r АЕ [8] Г“. d 
J K Ж B] ЧАН Г ХАК ВО ЖЕ ЖЕНА 
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们 的 数学 理解 还 是 对 的 . 
让 我 们 加 到 刘 徽 的 计算 .在 第 由 段 末 展 , 刘 
徽 得 到 - -个 不 等 式 


S, = 3. 14+ {0% << So tZ Se 8) 


—- 169 


НХ 3.14 FEF п 的 近似 值 . 

祖冲之 是 否 只 用 刘 徽 不等式 算出 他 的 结果 
呢 ? 在 回答 之 前 ,让 我 们 用 现代 计算 工具 试 算 
-- Е. Xi 883 96 Жа), ЖІ Si. 因此 我 
们 令 я, = SS 以 使 得 我 们 看 到 x, 时 便 知 要 算 
到 = WE. HD ҮЛЕ я 这 形 . 计算 的 结果 (保留 小 
数 点 后 8 位) 如 下 : 


-2, 
ті -3.10582854---, 
лм--3.13262861--, 
ла = 3. 13935020-::, 
лов = 3. 14103195... 
п =3. 14145247... 


Изяа =3. 14155760---, 


ло = 3. 14158389…, 
Tisa — 3. 14159046, 
тәу» = 3. 14159210, 
Zag = 3. 14159251. 
жүз —3.14159261--., 


Tys = 3. 14159264- 


IH F 
22258 — Тана = 3. 14159272..., 
245% 一 Пра = 3.14159267---, 
故 祖 冲 之 的 结果 能 米 自 十 
Tasa < Ж < Zias 一 Кровь, 
而 不 能 来 白 于 


пров < n < Zass 一 To， 


这 出 明 :如 果 只 用 刘 徽 不 等 式 来 得 到 祖冲之 的 
结果 ,人们 必须 算出 rs 而且 还 要 保证 Rasy 
ЖИ 2756 — Хоза) ЯЛАН 了 位 的 精度 . 换 
蚀 证 说 ,在 刘 微 算 的 4 段 之 后 ,还 须 接着 往 下 管 
8 段 (24576 一 96:2 ) ,并 且 在 每 一 段 的 计算 中 


12е 


要 比 刘 徽 算得 多 , 邹 计 算 c ,a Hy K 2 Ж ФЖ 
桂 9 位 数字 . 作 这 样 的 计算 ,对 古人 来 讲 , 实 在 
AINE Г. 

КЕНЕЛЕ da FEN, ин ЖЕ ЕЕ Е: ZT 
在 12 RENTI P PHRIF с,.а, 有 9 位 
数字 ,那么 必定 能 保证 ro 有 小 数 点 后 7 位 的 
ЖЕЕП 问题 的 答案 是 肯定 的 .这 些 查 到 的 9 
位 计算 是 文献 1 指出 的 . 


. 1 - 


2 祖 症 之 不 等 式 | 


对 清朝 主流 意见 持 着 怀疑 的 态度 ,本 书 作 
者 之 一 在 参考 文献 [11j 中 , 作 了 一 次 党 试 , 表 明 
在 设 有 德 积分 的 宜 冲 之 时 氏 , 可 以 有 新 法 更 有 
效 地 计算 x. 当今 的 中 学 数学 可 以 推导 出 下 列 
的 

定理 (祖冲之 不 等 式 ) 设 ”是 大 于 或 等 
于 6 的 偶数 , 则 有 

4 1 


a 522 5, < = < 
3 3 


1 


5 
52, - 25, 十 3 


3 Sz. 


Ж 这 里 的 祖冲之 不 等 式 也 许 未 必 为 祖 冲 
之 二 人 证 得 . 所 以 这 么 命名 眼下 暂 说 是 出 自 对 
ЯН в ВОВЕ. 

在 证 明 上 述 不 等 式 之 前 ,让 我 们 先 来 认识 
这 个 不 等 式 的 优越 性 .用 现代 计算 工具 可 算得 


3 Tisz 一 Та = 3.14159264:··-, 


3 ra = 2ж|‹д› + Ее = 3. [4159266 -.. 
外 此 立 得 祖冲之 的 结果 


3. 1415926 < к < 3. 1415927. 

下面 分 5 个 引 理 讨论 以 证 得 依 溃 之 不 等 

=. 
引 理 2.1( 弦 矢 互 算法 的 变形 ) 


42" у 
э 


Даз, (I ЕЕ 72 


[| 


le, = 2с,(1-а.,,). 
证 明 ЕХ Н 5 а Е р 


2 
к 


г — 
| c? 


A 
ц 
| 
= 
| 
= 
= 
| 
| 


的 第 - 式 得 


6, АН - (И -а, 2} = 8а„(1— ©”). 


代 大 第 二 式 得 
= а» + 2а, (1 - 5) = /2a 


Сә, Sa 


* I$ 


从 而 


біз, 


2 


а, — 541. = Аа»,(1- J, 


сі = 8а, (1 一 59 


28. (4! = ааа - 25]; 
二 4r3.(1 一 Aan y. 
于 是 引 理 得 证 . 
至 于 为 什么 会 想到 引 理 2. 1 的 公式 ”其 实 
算 不 得 偶然 ,因为 从 刘 徽 的 公式 


бал г 
52, _ 2 Сы 
-n п 

15,- 4% , 

= 


| S, = Š, + haC, 


中 消去 5, A 5,148 
cs = 22,(1-а,). 


ЧІ 2.2 № ин, 


证 明 ”从 刘 徽 公式 


可 得 


__ 2 біоиС>н 


Заз,С>, (1 Ен таз.) ЕЕ аза) 


>T’ 


从 而 引 理 2.2 得 证 . 
引 理 2.3 45,223, W 


4 1 
3 Ээн 一 35» < п. 


证 明 ”由 刘 徽 的 极限 等 式 lim 5. = 


== lim 1 S, + (55, 一 5,) 一 (San -5 


СТРЕС 


гә 
з 


{Тї 
т — 5, 十 lim 1 (Say 5, ) | (San 5:, ) 


+ --- + (S>, 一 Soray 21>5, 


| 
щл 
+ 
m — 
E 
— 
Л) 
> 
іл 
м 


(25;, т 5-,) ЕЕ (285;, 77 5, ) 1 
(25., - 5,7025, C Si) > 4: 


` I. 


证 明 25,, – 5, 是 刘 徽 不 等 式 中 的 上 界 ， 
初 想起 来 ME МҚ, ЕЛУ, ВП 
25,, — Son < 2S;, - Sp- 
FEA {Е S АЕ ИЕ НА iX ТҚ FT: ЖЕ 
{25., —52„)- (25;,- 5,) 


-2(8;, = San) = (5>, = 5,) 


„{2һ,„ | _ {п 
一 2 не 2. 5 а.с, 


一 一 п + 
ЕЕ 2 паз„Сэ»һ - 2 8азаС„ (1 4823 2 


(444) 


- ZNG ибн ( ЕЕ 1 十 Заз, ЕЕ аз, ) „ 


以 及 当 п>З На, «а, =1 3341-17 


3 ы 
20 我们 便 有 


(2S;, ЕЕ $2, ) 7- (25,, ЕЕ S, ) 
一 2паз„с„ б 一 1 + За:, ЕЕ аҙ, ) 


3 


< Әнас, - 1 十 3 М 50) < 0. 


19. 


由 此 可 知 引 理 2.4 中 不 等 式 左 端 的 分 母 小 
于 零 ,从 而 欲 证 的 引 理 2.4 中 的 不 等 式 等 价 十 


(25,,- 8,)- (25.,- S.) 


11(25.,-5,)-(25,-8%)!, 


亦 即 


2тлаз,с>, ( 7 | + За», _ аз) 


< Jnae, I + За, 一 аз). 


利用 а, = 4a;, (1-1 ! p asn | Іс, -2,(1- 


Gond, LRF 
- 1 十 Заз, Е as, 


< (1-а, |а, >< — 1+3а, –а?) 


一 (1 ` у аз» |(1 - а, 
| -1+ 12а». (1- ха», | 
— 16а3, (1- han) |. 

= и, Г.Ж ЛК ЗА ҖЕ HE Л 


„(5 一 Pu 55542 — Зд? + 14и* 一 247 |> 0. 


H T'0< += а, ЗЕЯ 
55.2 - 393 1 141 — 2u? = 16и? + 1247 


1 (1 — &)(39; + 2и) > 0. 


ыны 

а, = 4а {1 - таз | 
利 | 

/З 3 

аш — 1- > < 20’ 
М 

— 1 =! 

H а Сы бар = д ав (1 5а) 


4 ` 20 40: 
至 此 我 们 便 证 得 
1f21 79 2 _ 3 45 54| 
45 u ]+ (55.2 — 39u? + 14и 24%), 
21 79 21 79 3 
> [2 -他 > «5-5 Са0)> 0. 


这 样 一 米 ,我 们 号 证 明子 引 理 2.4. 
. 21 - 


218 2.5 n 足 大 于 或 等 于 6 的 偶数 ， 
则 


ШЕН 由 刘 徽 的 极限 等 式 知 


limn (2.55, — 5, = 2 lm S>, 一 


lim 5, 
=> к rC 


= Ito д = т, 


故 
T= (252, T Зу, ) 


па! (252„ —5„) + [(2S,, San) – (252, - S, )] 
+ +[ (25 — Sn) — (25, — S> ta.)]| 
= (25, — S, ) — limi (2S;, — Sz,) – (255, — 8,21 
Heet [QS Srn) (255, 一 So }]|. 


我 们 拒 上 式 右 端 的 第 2 项 记 为 


lm > LS, - 5 = (2Sz, — 5,-,21. 


或 者 i 记 为 
DiS, - 55.) 一 (25, - Sy „21. 
Пе 


. 22 ° 


ЕГА 2.4 中 不 等 式 左 端的 分 母 是 负数 , 那 
里 的 不 等 式 可 号 为 


(25, - Sra) — (253, - S> tad 
< 11053, 7 Sy 7,2 Ен (25, г T Sp) 1. 


ВА l 有 


(25,4, _ Srn) (25, 7" 5, ти) 
4 了 | 
< [1} 25». - 5) - @S, — 55). 
于 是 
л = (25,, — 5,) + DOLS, — Sa) 
121 
-- (25, иш Sao, H] < (2S2, Ен 5,) 


+ [(2S;, — 5,) - (25, — 5%21- Sy 


1 
-(28,- 5,)+125ь 35, + Sa]-— y 


|> 


. _ ПИ 
So, 25, 十 3 Sa - 
| 2.5 ЖЕ. 


. 23 = 


引 | 于 2.3 与 引 理 2.5 合 起 来 就 是 祖冲之 不 
等 式 . 在 上 面 推导 祖冲之 不 等 式 的 过 程 中 ,当今 
中 学 生 的 数学 和 识 是 足够 了 的 .这 一 事实 可 以 
作为 我 们 推测 祖冲之 算 x 的 重要 依据 . 令 我 们 
惊奇 的 是 ,在 我 国 台 湾 作 家 傅 溥 写 的 4 中 国 数学 
发 展 虫 》 一 书 第 92—94 页 中 届 然 描述 了 祖冲之 
г УЖИН — ТА x 的 绝招 .这 个 绝招 可 以 从 
刘 徽 算出 的 数据 中 找到 = 的 近似 值 3. 141584. 
这 个 绝招 的 算法 在 此 书 第 94 ЖИ ӘЖ КУР 
个 式 子 : 


105 一 上 2 =r 
т, + 62=(4 +4 “十 ，… 十 4 "У 


— T 105 —1 -2 ... - = _ | 
u +4-2+...4+4-"-1) 


64 1050141) 


-3. 41 б, + 6254 1—4! 


105/ 4! | 
=3. 4104. БӨЗ (1 tr) 
105 1 
=3, 42-55 11 
3.14.99. 


625 
- 24 `: 


am > "= s O 


=3. 141584, 
其 路 傅 先生 采用 了 小 数 分 数 混 合 表 达 法 .例如 


99 у _. 99 4 
3.14 сок л (3. 14 十 62592, Вр 3. 14 + 


二 500. 这 个 小 数 分 数 混合 表达 法 是 将 刘 徽 本 
人 对 数字 的 表示 方式 硬 译 过 来 的 . ЖЕГЕ 
林 的 第 四 段 计算 中 曾 写 道 :“…… 得 党 三 百 一 十 
四 于 六 百 二 十 五 分 于 之 六 十 四 ,如 一 再 几 十 二 
Жаш. "ФЕ 

64 


S 192 一 3. 14 625” 


这 个 数 其 实 就 是 3.14+ -64 同样“…… 即 一 


62500: 
ал #02 Жл. АЛБАНДАР, >< 
下 一 十 五 分 十 之 一 百 五 ,……… “也 就 译 为 
о с _ 105 
5192 5 = 625. 


М E Si. 5 ЕЕ Н S... S, FEIS 
先生 的 小 数 分 数 混合 表达 法 中 的 数 


| 64 | 105,,— у... -nx | 
3.141595 + 62554 КФ toeta") 


ы 


- 25 ` 


或 者 就 是 
S 十 (5. - S (4-: ғк44-.-.447”), 
JA T HH НЕО Н F B НВ НЕ 

x = Siy t (S, — Soc) (4 +4 5+) 

аст АТ 

= 3 5192 3 Siga- 

这 个 绝 接 与 引 理 2.3 简直 是 太 相 似 了 .人情 
的 书 中 还 征 述 了 (4-'+4- 了 +…) 的 由 来 , 那 是 
ИТАН ЖИВУ. НЕЕ b НИНЕ Н Во ы Ұры 
ЕЯ, VAHAA, Л. Д РАН НЕН 
列 ,你 会 发 现 一 个 近似 的 等 比 数列 , 公 比 是 证 . 
鞋 此 我 们 可 得 到 两 个 结论 

(DA TAARE УЭС РАВНИНА E ВЫЕ. 

(2) 祖 冲 之 父子 拥有 算 n 的 独到 方法 . 
ХАГЕН РРА А ВКФ. 

ТТЕ ТТ їй: {ШЖ — + Л. ЗНГ Ш ES 2 
招 ,他 怎样 来 算 к? 用 现代 计算 工具 可 算得 


Ея = 与 ra = 3. 14159253... ` 


E 


73 Tiy2 == Ñ Tes 一 2. 14159264- -> М 


Пан лш = 3. 14159265---, 
4 1 Е 9265 
1758 ЗИ 一 3.14159265-”, 


3 715% = Аз = 23.141592685%-. 


Л їл: 事 不 过 三 . "经 过 三 次 检验 通过 的 东西 
太 概 足 设 有 问题 的 了 . 上面 的 计算 结 昌 表明 等 
式 


л - 3. 14159265-.. 
ытта TE KUY же 
3. 1415926 < ж.< 3.1415927. 
之 一 定 看 到 了 这 个 " 事 已 过 三 ”的 现象 了 . 他 当 
然 会 去 判断 ,会 去 论证 .可 惜 的 旦 我 们 现在 已 无 


法 找到 《组 术 少 .不 然 的 话 , 可 以 从 《 缀 术 》 中 去 寻 
苋 祖 冲 之 的 思考 的 痕迹 . 


+ 27 ` 


Э лежа 


现在 我 们 回来 讨论 刘 微 的 极限 等 式 
lim 5, = x. 


首先 不 难看 出 ,这 个 极限 等 式 在 刘 徽 法 算 л 的 
148 на АД, ES] 22 КШ lB] ЭЕ Ж 5 
刘 微 不 等 式 就 己 经 足够 了 .那么 刘 微 在 他 的 苇 
作 中 为 什么 要 阐述 这 一 事实 呢 ? НЯН Е 
认为 : 刘 徽 是 想 以 比 给 出 下 列 公式 


| = Әль, 
Slr) = тр? 


的 - :个 理论 基础 .这 是 一 个 颇 有 教 益 的 看 法 .在 
经 过 上 — a НУ ИЗ ЛЕ ,而今 我 们 又 可 发 现 : 在 证 
明 引 理 2.3 和 各 3 引 理 2.5 时 要 用 到 刘 微 的 这 个 极 
服 等 式 . 想 起 来 刘 徽 真有 先 见 之 明 . 现 在 让 我 们 
来 看 看 刘 微 是 怎样 陈述 这 一 极限 等 式 的 . 他 写 
і8 : 


“ЕРІН УЛУ. БІРМЕН AETA 
п] #1 „Ж 15 [B| PT Е, ПЫЛ.” 

xU ГЕ БЕТИ ШИР E: НЕ А 25 — K ЕНЕ 
谈论 极限 , 即 官 称 S. = я, в 5, 的 极限 加 是 r， 
或 者 说 lim S, 一 x. 

理解 刘 徽 的 极限 等 式 有 两 个 难点 .第 一 难 
REF x НА? 是 一 个 无 形 的 东西 ,上 人 
称 之 为 “ 率 ". 它 可 以 和 数 相 乘 (例如 2xr ,zr )， 
又 能 与 数 比 大 小 (例如 < 3. 1416}. HR 24 4 А 
认识 , 它 是 一 个 实数 .可 是 实数 又 是 什么 昵 ? Ж 
悦 不 是 一 下 于 就 谈 得 清楚 的 , 好 在 我 们 大 家 对 
z 都 有 一 个 补 素 的 理解 ,正如 古人 刘 徽 .祖冲之 
一 样 .确切 讲 ,x 是 一 个 数 { 能 做 四 则 运算 , 比 大 
小 ) ,使 得 对 任意 大 于 或 等 于 3 的 整数 ,都 有 


52, < z < 2S;, — 8,. 


第 二 难点 就 是 “极限 ”.“ 数 烈 1S, | 以 x 为 极限 ” 
究 竞 是 什么 意思 呢 ? 同 语 反 复 的 解释 是 :数列 
IS, 一 zi 以 零 为 极限 ,或 者 说 数列 1S, 一 ni 是 一 
жез” .因此 我 们 车 能 把 “无 穷 小 ”和 弄 明 白 ， 
“极限 "也 就 明白 了 ， 

庄子 说 过 :一 尺 之 极 , 日 取 其 半 , 万 世 不 
38. ТИВ НЕ u PB gg ВН” BJ f 
ВАЖКЕ. ФУ а, 95 п RAF МЕ ЕШ 


(以 尺 为 单位 ) а а, = [5]. РЖ 


. 29 - 


— gouan il 1 fl” 
-PERAI at= д) 


HJ iX ЯЛАР Z, É АК ЛЯ К УЕ, ЕТ 
ЕЕЕ. SC a,i ARIE T 8 F: XF T IÉ 55 Bl 
Had, hn. 但 是 这 个 属性 不 是 本 盾 的 , 设 有 什么 
КН. 庄子 显 一 位 着 学 家 而 不 是 数学 家 ,他 林 能 
iB АО АНАНЫ ЫҚ Е F: МАНЫ, 
以 至 于 不 可 最 , MUJ FES, ИН. 


2 
Е t > 


2 
穷 小 " ,或 说 它 以 零 为 极限 . ЖАН АЕ АА 
ШАД 
2.93.1 设 给 定 一 个 正 整 数 N 和 一 中 
ATERA по, пи, мос, 我 们 构造 一 个 (无 
穷 ) 数 列 1a, 如下: 
ГМ, 34 1 =< 2 = mo В, 


1, Hi но + 1 = n = mo + m, 8, 


1 ` 
>. Улу + n +1=н 


= no + и, + n НТ, 


наанаа 


- 30 ` 


ар 91а, ГАН п, T М, я, ТТ, в. © 
АҢ КИ E REHE S И ВСЯ). 我 们 把 
РЕН а, НИ 一 个 标准 的 无 穷 小 . 

定义 3.2 一 个 数列 14 ,6;,…| 称 为 是 - 
个 无穷 小 . 如 果 存 在 一 个 标准 光 穷 小 fa,， 
ЕЕЕ 


| b, |= a. 


НЕ J1 (132 
例题 3.1 REEPERI (F), 


l y” : „м 
(2) єт“ ТЖ. 
} 


МЕН ШТ 
СЕЕ 1 —1 
2 (I+ I)” ++: и’ 
Ela, =, AA, dj BN 


Essl a, | E — ТЕЛО N = no = w, 
= пз =" = 1 ШКЕ E G A D), ВСЕ У 3.2 
NUK РЖ] ЭИ. 
习题 3.1 试 证 明 
СОЛТ A, = axa EP о п=1,2, , Ш] 
LA Е— T KN A. X E а, 是 前 西 介绍 的 马 
зр. 


Жа, ме. 
(Е: Ж HE а», =< an, 人 后 得 А, = 


а) она (2) | 是 无 穷 小 ,从 而 


立 得 1 А, 1 是 无 穷 小 .) 

GDA А, = со". МИА, ЕТ Л: 55 
b. 

ат А, = Sraa — 51.6, MIA, Ж-- 
2055 Д. 

GER ЖШ An S< A, ВСЕ. ) 


例题 3.2 ЖА, =n Sy MA, 是 一 
个 无 穷 小 . 

证 明 申 于 满足 刘 徽 不 等 式 

6 
所 以 
О=л- Syg < (25. — S>" 'л) 
- 52% = 56 — Srg. 

利用 习题 3.105) 8925846, іл Sy 是 一 
个 无 穷 小 . 

定义 3.3 (ПА ЕЖА, | 1-4 
数 A ,如 果 新 的 数列 14。- Ai T, 
那么 我 们 称 A У A, КА, Ри 


432. 


(з) B ДЕ -数列 ; 加 果 存 在 一 个 数 
А ,使 得 
ИРА. — А, 
ПИКА, СЖ, m тА, 是 存在 的 . 
现在 有 了 无 穷 小 与 极限 的 定义 ， М DW Y fl 
题 3.2,381118 34: UB BJ b ER Эр А, Ае ХИ ИТУ ЭР 
式 的 简单 推论 .人 须知, 这样 的 认识 依赖 于 人 们 对 
无 疗 小 .极限 的 认识 .: -日 发 现 了 这 样 的 概念 ， 
ЖОЖ БШ Бү И) BJ s -- 下 就 明白 了 ,数学 也 就 在 
一 个 更 高 的 屋 次 上 去 发 展 了 .因此 定义 3.1, 
3.2 和 3.3 看 起 来 观 不 尺 人 ,其 实 是 重要 得 很 
的 .有 了 这 三 个 定义 , 重 可 容易 二 证 出 下 面 的 定 
理 ( 出 现在 高 中 的 数学 教材 中 的 定理 ). 
定理 3.1 IA, 1.18, 1 ЕЛ 
Я] МИА. + B |,} А-В, |, cA, А,В, | 
ЖІ, НОГ с 是 常数 .此 外 还 有 
OF lim А, = А, lim A, =B, W А=В. 
Gi) lim А, +B,)= lim A, + lim B, ， 
lim (A, 一 号, ) = тА, — lim В,, 
Бю (cA, ) = с lim A, 
lim (A,B, у= (lima, Clim В, ). 
(їн) жт lim 8B, 尖 0, 则 除去 有 限 个 元 素 外 , 数 
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ИДЕ 6 
ЖОЕ ЛЕНЕ В, = 0 的 情形 ), 删 除 不 能 定义 的 
元 素 得 到 一 个 新 的 数列 仍 记 为 
ұғы Ата Толык Ж 
的 ,并 且 

ЕЕ 

п-=% В, lm В, 


(iv) 假 车 有 数列 1E, | 满足 
A, < E, < B,. 
ЗЕЕ lim A, = lim B, МЕ, | УЖО H 


lim Е, = lim A, = lim B,. 
在 定理 3.14ii) 中 我 们 须 假定 lim В, 0. 
但 是 imzB,=0 的 情形 地 是 非常 重要 ,这 时 


lim 人 杀 是 不 确定 的 . 对 此 须 个 别处 理 . 下 面 的 定 
Х 3.4 和 例题 3.3 篆 是 这 一 种 情形 
定义 3.4 ili A, =0. lim B, — 0. # 


lim 0 = 0, 


= L 
тр = н 


则 称 124,! 是 相对 于 1B, ВУ № p. 

例题 3.3 HE 

ұра Sa ая _ 1 

(Dim, 55,74 
(254,- 52.) — 625, ~ 85,21 
(2S,, S) (25,- Ss) 4 

证 明 ”我们 只 证 (GD ,而 把 (ii) 留 作 习 题 ,请 
大 家 自 证 ,由 前 面 的 习题 3. 14ii) 知 本 例题 中 的 
欲求 极限 皆 不 能 直接 用 定理 3.16iii) 来 求 得 . 但 
是 经 如 下 变形 


Gi) lim 


San Ен Бо 2 Zn Zn 
5», ЕЕ 5, Сл 


1 сіз, Со» 


4 1 
992.621 (1 ЕЕ 5 924 әсі 7 45 ) 


4 祖冲之 不 等 式 
比 刘 微 的 好 


过 去 的 经 验 告诉 我 们 :祖冲之 不 等 式 的 上 、 
FHKE т 的 速度 比 刘 徽 的 快 .如 何 用 确切 
的 数学 语言 刻画 这 个 “ 收 化 快 " 的 观念 呢 ?以 祖 
冲 之 的 下 界 数列 ;他 Sa。 — 15, | 与 刘 微 的 下 内 
数列 | S,,} 相 比较 ,数学 上 收 仇 快 是 指 : 


($s, - Ls) xi 
Е 
тр м | 52, т" т | ! 

下 机 我 们 就 来 证 明 这 个 数学 上 收效 快 的 事实 . 
由 于 


x Š, = (Шаб, ) Sa = Іна(58,, - S) 
д = L — 
0-1 523 
В x W ` - 
= lim 之 ,0S> Sarn) = > (Sg a 77 Sa'n , 
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s: 
=. 4 1 4 : 1 1 Ы 
(5525 F Sen ) кыыс 

战 
п - (35, -35.) 

lin T- 453, ü 

ʻi 4 。 ， 1 4 Р Та 1 + 

а ` - 


SDs, - Sy) 
上 上 起 右 端的 极 眼 是 复杂 的 .证 算 它 时 有 一个 罕 
门 , 那 就 是 把 式 中 的 记号 学 看 成 像 数 - 样 ,在 
分 子 与 分 母 中 同时 消去 . 有 人 会 以 为 这 是 俄 压 
想 出 来 的 招 ,因此 我 们 把 这 个 穿 门 叫做 侧 压 引 
FE. 


ARSE ”如果 对 固定 的 1， 


4 < бы і А 4 А 1 < 1-1 
( 3 Sy " 3 52.) | Sa " 35: '.) = 


WERTE ИЕ ЛА ЖИ, ЫЫ] Жж F - 节 我 们 
JF ШЕННЕН 5. 1, ЖЕ ЯВ ЕЕН JA С) СЫН С) BJ Е 
Пр А Е ЧЕ G E НУ Г ВЯ. НЕСЕ 
ЗЕ Е R G| 49 35 {Е . H + 


4 1 A... le,, 
(3S - 352.]- 1352 35%.) 
Sanla ЕЕ 5 r 


41. 51, 
3 3 5551 по 5, , 
3. 


利用 例题 3.30) 的 缚 论 立 得 
4 1 4 1. 
| (5 5711, 3 52, ) ( 3 52, 3 Saa ) 
нт: | 22 буз = 5и, Е = 9. 


Еа ГІН, (EER | BJ ВЕТ Е: 


Son 15, Я] = 69 gË ЕЕ ЕЕ Б I 


аң. 


5 寻求 收效 更 快 的 数列 


则 十 一 节 的 讨论 指出 ;与 1E, 1 相 比 ,数列 1 二 ,| 
БЕН ЯК Г Tt. 于 是 我 们 可 以 这 样 来 所 问题 : 
а УЦААР т, 如何 去 造 一 
个 新 的 数列 1B.!1 使 得 它 收 人 证 于 x 的 速度 比 
ГА? 如 果 这 个 问题 能 解决 ,我 们 就 可 以 
造 击 比 祖 溃 之 不 等 式 中 的 于 界 数 列 
Soa g Se 161 收 敏 得 更 快 的 数列 了 . 

кен В, 可 以 写成 如 下 形式 

В, = АА, 十 LA, 1» 


ЕА, н АУЕ J 36 92. СЫ ГРЕЕ Н, 
ЭЭ Е п, Вр 
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lim QA, + нА, 4) = (À + дт, 
AAA ë ПАЯ ОЕ СА, p W E 
А + и = 1. 
E, = S>". НУ, ЕДІН 
(А) = (=. 5)- 
АТ ЖА, НЕТ ХЕ (А, рс) 9 


定理 . 
定理 5.1 ВІА, Рл, НР 


ЖЕР) H ‚А, и А„- 1 5—0). LJA, :满足 


х = ДВ, = 


ң “е 


在 A, = 


t 


В L > , ЛИН 


. L -1 теу» 
жы = = — 
(i> À r-r T ү, EA 


САА. + ил, ) (АА, + мА, _) — 0 


lim A... = А, 

(H) 

КАА, + нА„.,)— ОЛЫ) pe 
Ішті?! я --- —0. 
"те DCA, тА) 


41. 


(ОЮ ОЙЫНДА, E pA, a EG А, ETR e 
алтыны 7-0 
JE WES) ZE FE Ву. калаш r 


>1 的 条 件 是 Ты. ËL S hz fz ЛЫ 


T 


кеш жалдай А кия 


RRMA, УЗИ" —0, EZ Л, | 的 收敛 速度 
FER EMERI В, 了 .这样 “来 ,自然 
息 定 0< <l, HF L > 1. MERIK HE 
MEES LAFANA 


lim An + Aa ) (АА, + мА, 
нок» Л... - А, 


A, -А 
А li ін “ін 1 
А итке n+l o A 


“ 


1 


— — L _ 1 _ 
=A + alL = р = +Í кешесе 


каа. И: H GDA — АЕ 
НЕ 5/1 =, ?使 得 对 -十 任意 的 n, 


一 = шш” (ХА, + pa, ) í АА, + ИА) т 
" A, ll А, = 6. 


注意 到 1e, | 是 单调 下 降 的 大 于 零 的 数列 , 即 对 
于 任意 的 正 整 数 / 20, =, ===, ОЯН 


— (АА T МА...) - (AA... 4 АА) 
шылы А; = A... 


== би. 


ШТІ SOHO ”充分 大 之 后 ,由 定理 的 假设 
ИНЕ: CA, — Л, 与 (A。- 4。1) 同 时 为 正 
或 同时 为 负 . 无 妨 假设 :对 所 有 的 я A, A, 
<0. 那么 上 面 式 子 导出 


Е, С А„.;+1 Е Apr) 
(АА +: +: + мА„.,) _ (АА, +; + нА, аг) 
22е, СА,;1-А,.,). 


从 而 
T En (А ал Ен А, 
1 


i= 
м 
> PT QA, + нА, 2) 
41 
- (АЛ,,; 十 РА) 


`V 

—. ны 

= е, САН ЕЕ Аа). 
¿=i 


РАЕН 
эол, а Кел, — ХАЛ, F AA. 102] 


УА. - А, 


Ен 515 


ШЇ 
іше Ey 


НЕЕ п, 2 Nco, ERR TTSA 
A ECE NE 一 (АЛ, + A. ) 和 一 А1). Ж] 
НУ 3.701), LABA AEREN 


一 є, = 
24194. ғы + (А, a H FA 10) 
і-і 


>a, бз с Ани) 

再 对 上 式 取 极限 lim AASI 3.7(iy) 立 得 定理 
5.18901). ТА, = А, >0 的 情形 , 叮 类 似 处 
理 , 不 再 另 说 了 .至 于 上 面 推理 过 程 中 写 道 的 “无 
МНЕ ҮНІНЕ п,А,- А, <0, 2638 8 
ME? 须知 那 时 只 可 假定 :存在 一 个 m ,对 所 有 的 
п, a> n А, = A, <0. 在 这 个 新 假定 之 
FF 上面 的 礁 理 照样 进行 下 去 ,只 是 随时 补 上 上 条件 
n>n 而 已 ,这 个 补 的 笨 件 在 最 后 一 一 步 取 lim 时 
自然 消 先 ,所 以 全 此 使 证 得 00), Си) ГИНЕ BB 2 pl 
T 4 中 的 讨论 ,在 此 不 再 男 说 本 . 


А 


“Д1 +“ 


FF 面 我 们 考虑 定理 S. 1 在 1A, ЖН? ДЖ 
等 式 的 下 界 数列 时 的 情形 .这 时 


lim de 
н> А 
ШТ 
- (8 8, .0- (буе S, v.) 
Ат А, 3 CSa lug ив) ев ӘЗ 1% 
і 
_ 4 2-6 1.2 -6. _| 
3 М 2 біз" Га". 3 р] > Сэ" 26 
— 2" "Та, - fa" 5 2" lay lla Өз Lg 


А, A, у= a tac to( За; 
и = аз", 
У 
lmu = 0, 
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= 
— 
— 

1 

5 = 
— — 
-一 
一 … 

= 

— 
m 71 
taj 
十 > 
一 

1 
кәт, — 
— = 
ке Кы 
— 

= 

к 
— 

一 

1 
ra| = 
— 
L | 


lin 
_ 2 l 
746 l; 
于 是 按 定 理 $5.1 有 
L = 16 
_ 16 _ 1 
Б 154 154-1 
64 20 
45°? 671492 . + 4552 Go 


JE В, | ЕЩЕ ЗВ R AI ЭП. 


这 样 的 考虑 可 以 继续 下 去 ,寻求 比 18,{ 收 


人 就 更 快 的 数列 , 冉 进 而 追求 更 快 的 
MA И Г БЕ ВЕ ИН У, НЕТ 
5.1 不 断 地 算 下 去 .但 是 越 算 越 繁 
-个 新 的 问题 了 . 有 兴趣 的 渎 者 6 


. 这样 的 追求 
JEJ L) ЗЕЕ El 
;这 就 形成 了 
以 耐心 读 下 


о ,和 看 看 如 何 处 理 这 个 “ 越 算 


БЕК 的 问题 . 


б Да - 


O 越 算 越 繁 的 问题 初探 


ЕЛ» ИЛАН! S.a ih Ж, ЕЕ 5.1 
算出 Іі, — КЕН УП. 再 对 新 的 数 
列 算出 新 的 工 , 又 找到 -个 更 快 的 数列 .如 此 手 
续 进 行 下 去 ,于 是 对 更 快 数列 的 追求 变 成 为 不 
ВНОК L ПЖ. НЕОН L 的 经 验 , 先 将 


中 请 个 Л, 用 S,, (或 二 co ) 表 示 出 来 ,然后 不 
断 地 用 公式 { 见 引 理 2.1) 

“с, = 2сз„(1 — azn), 
КАН a>, 与 cy。 的 多 项 式 之 
商 , 这 里 大 须 足够 大 ,这 时 便 能 和 容易 求 出 L 

ав. 


六 .里 此 我 们 先 来 考察 如 何 用 oo сок, RIEC, 
的 式 子 .不 断 地 用 引进 2.1 的 公式 代 人 ,容易 看 
Шс, 可 57у 


一 Dau lk er, (аз), 
其 中 N, вы КЕШ Жо СЕ) О, 
ERM F k BEÆRET n! 经 过 试 算 ,大 
家 还 容易 知道 elk) = 2° . РИ НИНЕ 
证 本 :上述 的 №, =2° 一 11. 当下 =1 时 ,显然 N. 
=1. ŘE N. = 2°: — 1 ,那么 就 有 


2 一 1 


Сс, 一 > а, (А )cx Са», )' ' 
r= 


可 见 (一 си 22 ax, BJ (2° 一 1} 次 多 项 式 .将 引 理 
2.1 的 公式 代入 上 式 便 得 


+ 
2 i 


с„ = 2 = (Е) "2С е (1 а, ) 
- [4a (1 一 Laro, y], 


又 可 见 = Ear 9 (1+2(2 -1)) 次 多 


项 式 . 注意 到 1+2(2 .1)=2:'"1 一 1. 于 是 
Ара- 2. 一 4. 我们 便 归 纳 证 出 N, =2 一] 
Г. 
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HT 01129 СВ Ли Г. Жо 
大 .这 人 性 得 我 们 要 考虑 ГІН c, ik Ж НЧ Ti We É 
»--со Т М. ТЕНІЗ! Жү Но H: 


Те А — oo ЕЙ ДЕ ЖЕ a Е НЕКАЯ 
WE ‚БЕЛА ШІ ВЕ a СР, 以便 用 
жаа ЫҚ L. 


> 


ЕС, = 2 ex, , 
пн.) — 2. daya 
则 有 
引 理 6.1 limêla,k) =", 
anoo]. 
证 明 由 于 刘 微 的 等 式 S, = с, WMI 
2.1 证 明 中 的 一 个 等 式 co, =/2а,, 1 


EC n,k) = 2 = 20 ` — Syn = ЕКІН 
Жас" Таны 
yrk) = 2.4'ax, = 2.4* тере, 
= * 2,011 -一 1 105 7 
— 2 £ 5 (15, А | 


> ч. 


АКЛАП; ЭЙТТЕ. 
АЭ 6. 1 ft 


- . @; Ё 
lime, (&)cy, ба», )* = | lim JIRA -T 


以 而 我 六 来 考察 


a (Е) 


йит. БЕТ ` 


为 方便 计 , 我 们 以 下 面 定义 的 HL (ЕЕК 
zz) 进行 讨论 .注意 到 20,0) = с, ВЕ 
的 做 法 ,不 断 地 用 引 理 2.1 的 公式 代入 便 有 


2(п.0) = DDH (в) 0н, k), k)Y. 
t= 


引 理 6.2 存在 惟一 的 一 :组 数 | 瑟 {&)i ,其 
Нь-0,1,2,--;4 =0,1,2,---, 2 一 上 ,使 得 对 
РЕЖЕ $y о 226, 520 


2 上 
202,0) = с>,ЬКЕ)ё(л,Ё)бл\п,Е))' 
ра 
В р. 
证 明 ”我 们 己 经 知道 ,不 断 地 将 引 理 2.1 
中 的 公式 代入 &(n,0) 中 ,使 给 出 数组 1 人) 
的 存在 性 .因此 我 们 只 须 证 明 惟一 性 了 . 设 又 有 
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СІН НАД Ж 6. 2 МЕЖ, ES 


Е, (2) = Н,(2) Св). 我 们 来 证 明 对 所 有 的 
k,l 


HFHH ОН ЕЗ 6.2 的 要 求 ， 
ly H 


“коя, ЭТСТЕТТЗН 
ТУА 


Уін Са, Б) 
现在 考察 多 项 式 (以 X HEL) 


у 2 


FRX. 


易 知 它 至 多 2 -1 次 的 多 项 式 ,从 而 至 多 有 
2* 一 1 个 不 同 的 根 ,除非 它 的 系数 全 部 为 零 .由 
于 这 个 多 项 式 有 根 79(25,k), 这 里 5-2,3, 
4,… 并 且 


902° ,5)=(2°%>,Ё) 
254% а-я =2*4*а +5, 
a = ам 


=S, = 8;, 


~) 


Mk x TEIRA LA £ ТАН. ЖІП 
F, CE) = 0, 


зх КИЕН T 9! 6.2. 
引 理 6.3 XJ+ 2220, ә 220 有 


H.k +1) = Н, (в), У, ИН CR) 


бары 

[7 kau | z “| | 1 Al 

` + Ен ктт | + 
М 11-1 | 4 


HRES > 表示 对 满足 不 等 式 


0-2 s ml 


的 - 切 整 数 / Ж, ”| 是 组 合 数 , 它 等 


1 
,这 HË т! -1-2-3----ж.ЖАЖЯ 
sl (m — 5)! 
т 的 阶乘 ,另外 ,还 约定 01 =1. 
证 明 31129: 4 1222 В, Н, (2) = 0 


于 是 这 时 


59 


2. Н,(А) (п, А) Суби, Е) 


ИУ Тар 


"51 ` 


сон о ааа ҚУ. 


ШУН 2.1 可 推 得 


БЕУ 一 ён, + DÍ! -—утбп.Ё + ÒD), 


ч 


gnk) = тн, МЕ -sk 十 )). 


ЉТ 
£(z,0) = УН, (А) (н, kgia, k) 
ГЕСТ] 
= Ун Dela k+] (н.в 十 0) 
ЕЛІ Ы 4 


; 1 ! 
-inln k + DY(1 -- д2 7094 + 0) 


= DH Ela, k t Dnank 1): 
7:24 


1 7+1 
(1-0 + D) 


| Г 
+ HI. (Ë 2 , Ë 1 kt 
НЕ А+ ) Í ез) 
СОМЕ Й! 
= >На, + l) 


гиз [E+] 6 | 
> (= е) Отба е "Г 


x= ü 5 


+ DILLER) En, k + 1) 


#211 


ОИ ті ) 
> (- үз) Сн. +1)" l 


25-4 у) 


= УН (ЕЕ, + (я, + ПУ 


#21 і- 1) 
+ УА (в) (н, +1) | 
Рау a-l 1 5 


| Е " 
` [ ее} (ия, Е + 1) 


4 


5] 


ғ 
УУГА (А) (н, +1) 
(лар $ — Ü 


Пп 1 ек ' 
- (~a) Cyin, k + DUN 


= НОЕ, + 1) (n(n,k +1)Y 

sn 
+ 

5+1 


x+1 
-(- ге} аа су. 


| 


_ z 
+ 2 ЭН са „Ё + o| 


上 式 中 最 后 一 项 林 以 写 为 


4 
2 ,sk,n), 
1 = 


2 
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FUs kin} = H, (k) | 


` (让 eco + ЕЛЕК? ае 
іт-і44841, 
hs, 
I Z Е 
И! = m — í — Í, 
(х= # 


Ир, / 5х РАС, MU и JP z ЇЇ, Er ДЕЗЕ 
数 , 并 且 反 之 亦 然 . 当 我 们 把 满足 下 列 等 式 


10 1= 2-1, 
[0 = s = z 
的 整数 偶 (/ ,s) 的 集合 记 为 
D = :(1,5) 1012 — 1,0=< , < z! 
HJ , ЖЕ Z, FH DE HO ЖЕ ЖАН ул, АЛУА ДЕ. 


10 = m-i- 2-1, 


оу xn t 1, 


也 就 是 满足 


从 而 整数 得 (x ,7 的 集合 是 


D = jOrn 156 т о — 1,0 =< # 7 
这 上 时 
хи... kn) = №, fli,s,k,n) 
20 .—П алар 
= >. Flm— +t- 1,t,k,n) 
{зн г) П 
-5 >` т -%-1,ғ,8, п). 
я шер 1 


于 是 前 面 计算 过 的 等 式 可 写 为 


с(п,0) = >: Н, (065,8 + (mln ,gk +)" 


2-4 


fn — £ —1 


Б 之 H. (| 


mol 
2 


1 tl 
: (- аа) вн, + (ть, 51997. 


438. 


Ca U) = сан. (ЕЕ л ‚Ёл 1) (сн, +1)" 


ае Наа 6.2 立 得 未 引 理 的 证 时， 
利 几 中 埋 6.3, 我 们 做 一 些 计 算 ,可 以 得 到 
(ИН =l, 


DA=- atA > 
(ФН, (к) = ДЕ yy. 
Е 


omw НЯ 


1 y ЗА 


36 
ы 
_ 1 30/1\^_ 273142 
820 576 
т Gy E 
США, K 2 пн] рд AS t , PS] МЕЖЕ Да 
ІНІ ЕГИ uE.) РЕ НУТ. АЕ ГЕИ ТОЛ Н) 
一 -个 极限 等 式 


E D 
下 面 我 们 着 手 证 明 这 个 猜测 .为 了 证 明 这 个 猜 
测 ,我 们 先河 ptn ,0) 作 相应 于 对 205,0) іу 
论 . 不 断 地 利用 下 式 ( 在 引 理 6.3 的 证 明 过 程 中 
出 现 过 的 ): 


=- 5 ` 


От, - n,k +1) [1 ` (nk + 1)1, 


可 以 将 yin, DEN 


n(n ,0) = РК" 


ШУРЕ 6.2 НЯ, ХЕ Л, ЕЕ - 


AE ду. 仿照 引 理 6. 3,4% НЕВЕ НН КОЛ! 5] 
理 . 


引 理 6.4 ХР А220, m1 6 
ЛЕ = h, СЕ) 


『 | (2-2) 
бу с он 
= + 
ЁТ m-l 24 — m | 4 
证 明 ”首先 有 


369,0) = 2 h Ск Сбн, в) 


= С + М 一 +1))] 


wai ra { 
= >, 0). | 
at ,—@ бу 


. (=) . (762,2 HDU, 


接着 仿照 引 理 6.3 的 证 明 中 之 计算 得 


|< 1)" (2) ө 


2: — ті 


201.0) = > „25, 


+5] + 


АСЕ) Суст, Ъ 10)", 


二 是 延 得 引 理 . 
引 理 6.5 АБЫ 8—0, m1 有 


ha (k +1) = дей, (8) — һо, „(т r) 
ШЕН ”首先 由 于 


gln, s) = 2.4а,н, = ғо egf aon) 


_ 1 | 
= 296 + s), 
故 有 


9(лп,0) = у(п,1) - klgin,1) 


= 4(2я,0) — 1040,0) 
= 4(2п,0) — ((2я,0))° 
= 4 > hn (R) Oln k)” 

— [Z An (в) СтОа, в)" F 


— ауа, (e) (+ yin, k + оу 
mal 


了 


розов] 


а. 


- > жай (ВС, = D” 


а i р 1 | ғ, 十 Ha 
құмы 
177 z 


Сурб, + 19) 


和 6 


Ші н-і 
414 


_ > Шы ER) (+) | 


Сян, + 1)”, 
EAH 


yin, 0) = hk + 100 (тп, + 1))” 


比较 立 得 引 理 之 证 明 . 
56.6 当 т—>1 Е, 
| 2+(—1)”! 
ша, = ттт 


证 明 “ж =1 8, ВІ 6.448 
A (Ë + 1) 一 ВСЁ). 
XBA h (0) =1, 8 Ша, (А) = 1, Am3 RE 
n =1 时 是 正确 的 . 设 和 在 (т — 1 H. ЕН 


е ружа 
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| 15.4 #H 6.2 #19 
pa 
т | 


->| 


o Ir- 1 12: — А, 


i>] 


PA L АЖ Hi И $⁄ PRET АП lim A 


! көсеп 
(жә вл, >) (hm, (02) (Шол, 


- 512-600 ".2, юе 


:( | 1)” ‘| 1 ) г 
4 


m 1 л! 
- ШО = а, ОР, CR) > (+) 


Hert) 
hik), 


„ СК ЖЕЛЕ , А 


(21у 


K 


(27)! ` (2( -~ ШУТ. 


еса {ду 1 
= 54-1) (+) 71 ту | 


1 г т 
14) 


2 | 


2 J 


ау 
H F 
a AS hS ok] 
1-0 [2 5-6 1% = (5 ,/ 


= 


- ат 
т 
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= ао аи! 


ВУ ПНС НЕНІ 


1 1 
ima G ааа) СП 


| 1 1 
i! 4 l| Ом)! 
_ 2- (一 lm"! 
и (271)! 


这 样 :来 ,我 们 便 用 数学 归纳 法 证 明了 引 理 
6.6. 

引 理 6.7 Halk +1)= (р), 并 且 对 于 
ЭТ, 


ГАШ 


н, (ка) = (н) 


1 EA , 、 
-57 (1) 2а Hn- Ck) hs (k). 
证 明 仿照 引 理 6.5 的 证 明 ,首先 我 们 右 


Eln, = s(x,1) (1 - тал) 


. l + 


= 2025.001 一 4 "(2 .0)) 
' — - | 
= 2) хұн Еа kCn, k)) ] 


Ts “| 
. ШЕР | 


= унив (Ее РОК 


Ох DIOS 5 Н, (#245 (в) 
15:0 $71 


(LV ета а) Сбн + DY 


一 Н.С) x, Ë + 1) 
+21 (4) 0-4) DH олю 


(и, + 1)6ю(н,Ё +1))”, 

接着 与 
&(н,0) = >н. (k Ген, + Сян, + 190” 
Ш 4991 2 ПЕНЯ. ) 

引 理 6.8 对 于 == Q, Шш Н, СЕ) = 
oD”. 
(2m +] 

证 明 нІ5І 6.319 
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Htk+1) = Hil). 


又 知 Ho (0) = 1. 9 lim H, (k) = 1. Ж # HH fE 


m = 0 时 村 | 理 正 确 . 对 于 满足 USI m МЕ, 
EZ 


. 22-14) 
МАНЕ = Cre DT 
这 时 221 КЕБІНІН 6.3 26.7 我 们 得 


но ноне 


、 | — £ — 1 
+ > H, (E) р 
1 1. 


zz 一 了 іні 
Ии 
2+1 H ез) | 
上 式 右 端 在 k co 时 极限 存在 , 故 lim H, СЕЗЕ 
在 并 且 由 归纳 假设 和 引 理 5.6 进而 有 


у" -iJio = 1 (117 
-> zs Dr бл 

_ ті mom [2 +1) 
ру" 


2% 
= {ости (T) 
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< л — 1 
Ке 25 | 
Н+ 
э 2m + Ц 1 Г ашы [2ra + i 
2 24 , “212,1 Н 
Ч Ia + |] 
4 一 1y ` 
= | 1 J! 
Ен 1н ан, 
故 由 前 式 推出 
. _ г’ 1 жа 1 1 
ан, (= fg) 一 1 
(— 1)" Ë И Ре | 
(О туд 14 1: 
í - I)” 


(2 т + DT 


ТЕЖЕ В ПЕНЯ Тян 6.8. 
证 得 引 理 6.8 之 后 ,我 们 停 下 米 看 一 看 这 
个 溃 埋 的 含意 .这 就 构成 了 下 面 的 往 7. 
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Г 泰勒 展开 定理 


ЕП: Н.Е), ЕЯ ІР 
ти ЭР Н ЗУ т 2220 Н, 
H. (2) = 0. ПЛЕВЕН Г 


ё(н,0) = > Н, 660и, А) Ски, ЕУ, 


| _ (— 1)” 

оН, (k) = зету 
利用 上 式 和 引 理 6.1, 我们 作 如 下 的 “形式 推 
Кё”, 


EnD) — luné(n .0) = йт >, H, СА) ё(а „ян, А)" 
= >. lil Н.п.) gln, В)" | 


о) 


ТЕ НЕА, О Г — T G YE pP.) 5 
式 , 它 就 十 
. 65 А 


lim > H, (в) (п А) (бат, k)" 


= > lim H, (А) Сп, ВС уба, В) 
我 们 暂时 不 来 非 难 这 个 合 混 的 等 式 ,因为 “形式 
推导 "利用 它 给 出 下 询 的 

素 勒 展开 定理 


(— 1)” (=) 4т ті 
Зоя ` 
Жк) ДЕ E ИШ ЖЕ ВЕ 25 МОЖ], ИПЛЕ 
A ЭГИН. Н 288 zk ЕҢ AS ДЕ АЖ. НЕЕ 
此 等 价 的 .为 此 请 大 家 做 -… 个 容易 的 习题 7. 1. 
在 做 习题 之 前 ,请 注意 泰勒 展开 定理 的 确切 含 
| Е 5. (—1) 22а + 1 Е 
Em Eln, 0) Зее“) } = 0. 
З ай 7.1 МЕ FAGS), (и), GDE H. 36 
价 . 
个 泰勒 展开 定理 . 
《ii 含混 的 等 式 . 
Gii) lim lim Ry (n ye) 一 0, 其 中 


2(и,.0}= 


СЕЗ > Н, (в) (а, О.в)”. 
ДЕЕ ВЕТ Е EA TAA АЕ. 


„бб ` 


El (— 1)” “г Зәм a 
теі aR o (2m +1)! iF | ДЕУ 
敏 的 . 换 名 话说, 苦 令 


В = Š (—-1)” {ay 
NO olmi)! іп ， 


ИЖ УЦ By СК НУ. 

Е Жим ЛАН ИЛЕ РЕ РЕ 3: KF НН ух 
个 推论 т. КАЕН е 0 27 Ем 
对 “ 收 伐 ”观念 的 理解 问题 .有 了 正确 的 理解 ,做 
起 来 很 容易 .没有 这 种 “正确 理解 ” 想 要 自己 情 
出 娄 , 那 是 异常 困难 的 . 那 是 大 数学 家 曾经 干 过 
的 事 , 即 悟 出 一 个 柯 西 收敛 准则 ”. 

推论 2( 带 皮 亚 诺 余 项 的 泰勒 公式 ) ”对 于 
ТЕ м, 


но сео 
证 明 ”用 泰勒 展开 定理 有 
(2) [so 六 二] 


HETS сн)" 


SC 2» 
- 2 =з (2М t 2m + гл (2) 


і 


Љ TT 
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(ү а(н. 0) 一 > т TU) | 


= `` 1 (7 y 
= да (2N +2 + 1)! 


а 


ТӘКЕН) 


= 2,5) и (ау 


注意 到 


ЖЈПХЕ 3. м) ЖЫН 5 2 的 证 明 . 

推论 2 将 在 一 节 乌 用 米 十 滔 利 索 地 姓 理 
J T ЧЕН а ЛАНЫ”, її} ЖЕ ЛЕ ЕЕ НН Их pJ 
PISAR HIP EJ p 2 УН ФЕ А ЗЕ <. IH R q 
们 不 打算 证 明 泰 勒 展 开 定 理 或 推论 2, 一 来 证 
起 来 麻烦 ,从 习题 7. 1 显示 ,必须 要 对 H, (E) 
AERA ГЕ, O EREET EMER PAH 
E E BJ Fr a| . EMR A 7 РА sinr 和 
coss HRW E ‚ИЕ ИР: 

ЖЕ PARA- 1 志和 中 的 任何 实数 
г. Ч 


- b e 


М 9 
` ( T l г?" 11 


мт 2-- От + ЮГ" ; 


Є ( 1 ) " эһ 
cos = 75 тр 
` ! 
<, (2m)! 


其 单个 国内 图 形 的 讨论 , 2822 Л Hi 


= [241 2T) sn Z 
&(и,0} = 5e, = 5 ` (2sin 57] 一 sin" 
- — _ 5") = _ z) 
yin, 0) = 2a, = al созы. - 2(1 сов =]. 


从 而 微 积分 中 的 定理 给 出 


- ап = S CD) 
(и ,0)= sin п 24 он +) ; 


— тү A (— 1)“ f m 
10+0)= 2(1 - вв] = 2(1- 22 ы Е 


_ < 2 - __ ру" "+i p 7 
< 一 о (= 7 


这 正 是 我 们 上 一 节 讨 论 的 结果 经 “形式 推导 "得 
到 的 泰坦 展开 定理 . 
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S 越 算 越 繁 的 问题 之 解决 


这 一 节 我 们 将 用 工 节 的 推论 2, 即 带 皮 亚 
庄 余 项 的 奉 勒 公式 ,解决 前 面 提 到 的 “ 越 算 越 繁 
的 问题 ”. 

为 叙述 简单 .我们 引进 一 个 记号 o(1), 它 
表示 任何 一 个 确定 了 的 无 穷 小 , 即 是 某 一 个 数 
Я] „|, CHR ТЕЛЕН: lim а, = 0. WJ T iX балы 
号 , 易 见 有 如 下 的 计算 公式 


o(1)+o(1)=a(1), 


o(1)-o(1)=—= (1), 


с*0(1) = осі), XH c 是 一 个 常数 . 
利用 这 个 记号 „ИР БЕ ЧЕ А: АО ЗЕ sk И] PA 
与 为 


А м (— 1)" т ұз т эма! 
EOD = > вия) (ж) (D, 


Р я 


~ 70- 


LP 六 是 纤 意 的 正 整数 .上 式 的 确切 含意 是 ， 
и гт N ЕЛЕ -个 数列 je 上 ,其 中 于 = 

OIE a дё ol1) 的 - :个 代表 , 即 满 
шише чо, 此 外 还 有 等 式 


— <=> 


чч 


” _ т ; 2+1 r 2х41 
全 CD ja жүзө эү 
Ela. < (Dp ТГ i | 4... 


ш-П 


EE АС = S° “ЭЛЕ 


д д” Е = 1 | + о(1) 
. Б q +I + н — Н _ - - 
m geo Zao, = ia Тр aT Foa) 


1 
_ 4 ll 
21-4 4‘ 
JSE JH 5.1 HV 
Li = 4. 
Е Li _ 4 

ДЕЗ’ 

_ 1 _ _ 1 
м — L —-1 ` з? 


А) АА А 


好 一 | 


关于 А) 的 带 皮 亚 诺 余 项 的 泰勒 公式 代 人 上 
式 得 


М ән ДНЕ 
D ` ` 《一 1) п ты 
А, Snt ч От + ГО (А! +14") 


ЕО 


E EFE М=2, WA 


5 2 
бл | тр í 2 1 
А" 一 ду’ 一 тог СА! + д, 4 119) = 1| 
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) l) 7с ` 2 
АУ = АУ 一 = =. (А! 十 "14 ) 


于 是 
一 2 Я 
АПА AW (3 - 1| 1 
е ао до =“ T T F 
从 而 今 
2-4, 
_ 4 
Ата 
2 _ 1 _ 
біз 42 — 1’ 


AP SARAP + АЗ. 


从 АО йук ДЖ НЕҢ А? МЕНА 


` _ mm 2мзі 
А? = m 十 > 50 Dror СА + ғай” ХА; + а”) 
ан — А + 


RT eo 
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上 述 的 讨论 进行 下 到 , 便 有 


Г =4:, 


f” ПТ’ 


ААА U + L AS 


я 1 


` ( — руд"! 
= 


"ыа (т +I)! 9" 


(А, + 14") 
(Оз + род" УО + на” 


1 Хе , 
+ (т. о(1). 


ж ЕЖ ms 12-2, JA ñ] C A. +4" у= 
4 一 4” 过 0. 利用 定理 5.1, 容 易 推出 下 列 定理 ， 
定理 8. 1 设 给 定 А? — 52.6. x 于 


s< м, 


(57 = - 一 
A, 4: — L п д“ ЕН 1. n 1 7 


mj Ят 


= 74 > 


G) нА’ =n, 
а кез 


жан ст 


Са» Іші! Аг = Ü 


АС “一 
这 样 我 们 便 解 次 了 那个 越 算 越 繁 的 问题 ,类 似 
地 还 可 得 
定理 8.2 BAE НУ -25».,- Sr Las 
УГ; < >x < 


由 有 
(i) lim В; Yx, 


в‘ 1) 
(n) lim | = |= 
此 外 利用 上 一 节 的 关于 (z 0) е ЛЕ Е 
理 ,进一步 论证 可 推出 
定理 8.3 ВАЗ, ВУ 的 定义 如 上 , 则 有 
推广 的 祖冲之 不 等 式 
АЧ < п< BYP. 


Ж 定理 8,1 和 定理 8.2 是 微 积分 发 明之 
后 的 一 种 外 推 极 限 法 的 特例 . 因此 祖 咕 的 绝招 
共 实 就 是 外 推 极 限 法 . 丹 本 的 关 氏 和 算 牛 进出 


+ 


Ду йа ЧЕП ЖЕ Е 8.3 中 的 不 等 式 
А << BP. 


经 计算 得 

дз _ 4096 1344 B4 1 

“з 283579 7 283528 7 2835712 2835 °` 
8192 6784 1512 86 


421 — 
Вр = зале 725357 + 253572 7 2835% + 58355. 


Л, = Son НААН ТА в, жы, 
Trq > 7044 = J tE 


А?” = 3.141592653:--, B = 3.141392656… 


PE Ж A ВТЕЧУ ЖЕ РТ 
3. 141592653 < к < 3.141592657. 


我 们 到 了 该 结束 这 本 小 册子 的 时 候 了 .在 
结束 之 际 , 想 作 一 点 说 虹 . 本 小 册 了 是 一 本 科普 
读物 , 计 多 想法 来 自 近 代数 学 ,虽然 写 的 却 是 闫 
于 中 国 古 代 的 割 贺 术 .因此 文中 的 一 些 构想 和 
论证 , 千 万 别 当 做 历史 资料 采 引 用 ,以 免 干 扎 丰 
正 的 中 国 古代 数学 中 的 研究 . 吴 文 俊 先 生 说 得 
好 :“ 在 中 国 古 代数 学 中 研究 中 ,有 两 条 党 要 严 
格 遵 守 的 原则 , Ыр 

诛 则 一 :所 有 研究 结论 应 该 在 幸存 至 今 的 
原著 基础 虐待 出 . 
原则 一 :所 有 结论 应 该 利用 古人 当时 的 知 


. те ` 


іл ЯН Г НЕЖИН АЗ ЕН ВЕН.” 

只 文俊 先生 的 话 是 我 们 应 党 遵循 的 原则 . 
希望 我 们 以 后 能 有 机 会 贯彻 这 样 的 原则 .更 好 
Іш ін НЕКЕ талау". 
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[11] 
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